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Model tankega filma na elastičnem substratu za simulacijo ovi-
rane rasti bioloških tkiv
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V magistrski nalogi je obravnavana mehanska stabilnost površine. Teoretični del je raz-
deljen na dva dela: v prvem je analiziran površinski uklon zaradi ovirane volumetrične
rasti tkiva, v drugem pa je obravnavan tlačno obremenjen dvoslojni sistem, sestavljen
iz tankega filma, ki leži na debeleǰsem substratu. Sistem obremenimo na tri različne
načine: obremenitev celotne domene, obremenitev filma zaradi rasti filma in obreme-
nitev filma zaradi pred-raztegnjenega substrata. Obravnavani so sistemi z različnimi
razmerji togosti med filmom in substratom, β = Ef/Es. Izpeljan je splošen nabor
8 vodilnih enačb za nestabilnost dvoslojnih sistemov, ki ga nadalje skrčimo glede na
obravnavan primer. Kot rezultat dobimo kritične deformacije v odvisnosti od razmerja
togosti in od normirane valovne dolžine. Za vse primere izvedemo še numerične simula-
cije v Abaqusu, pri čemer ugotovimo, da se numerični rezultati precej dobro ujemajo z
analitičnimi za β = 100 in 10, pri nižjih razmerjih togosti pa so odstopanja zelo velika.
Za ravninske primere izvedemo tudi statično strukturno analizo in na podlagi doblje-
nih podatkov izrǐsemo grafe, iz katerih je razvidno, kdaj sistem ukloni. Z numerično
simulacijo dobimo tudi uklone v več smereh, ki jih analitično ne predvidimo. Na koncu
analiziramo še več lastnih oblik, po tem ko površina že ukloni, in ugotovimo, da so si
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The mechanical stability of the surface is discussed in this master thesis. The theore-
tical part is divided into two sections: in the first, surface buckling due to volumetric
tissue growth is analyzed, and the second deals with stresses and strains in the two-
layer system, which consists of a thin film lying on a thicker substrate. The system is
loaded in three different ways: over the entire domain, through a film due to its growth,
and by pre-stretching the substrate. Systems with different stiffness ratios between the
film and the substrate, β = Ef/Es are considered. A general set of 8 governing equa-
tions for the instability of two-layer systems is derived and further reduced depending
on the case under consideration. As a result, a relationship for the critical deformation
as a function of the stiffness ratio and the normalized wavelength is obtained. We also
perform numerical simulations in Abaqus and find that the results are quite consistent
with the analytical results for β = 100 and 10, while the deviations become very large
at lower ratios. For planar cases we also perform a static structural analysis. Based on
the data obtained, we show where the system buckles. The numerical simulations also
predict wrinkling in several directions, which are not predicted analytically. Finally,
we also analyze some of the eigenmodes and find that in some cases they are very close
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zročena s prehdonim raztegovanjem substrata (sredina) ali z rastjo
filma (desno) [12]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Slika 2.8: Kritična deformacija ϵ = 1−λ v odvisnosti od razmerja togosti β za
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Slika 2.9: Normirana valovna dolžina L/H v odvisnosti od β za 8 različnih
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trične rasti za anizotropen material. Enote: [/] . . . . . . . . . . . . 33
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E MPa modul elastičnosti
f / epigenetski dodatek mase
g / rast
H mm nedeformirana debelina
h mm deformirana debelina
J / Jakobian
K / število valov
L mm valovna dolžina
LI / I. lastna vrednost
S MPa komponenta napetostnega tenzorja
t s čas
u mm pomik
β / razmerje togosti
γ / koeficient odpornosti tkiva
ϵ / deformacija
λ / razteg
ν / Poissonov količnik
ξ kg m−3 s−1 volumetrična masna oskrba
σ MPa napetost
ψ kg m−2 s−1 gostota masnega toka
ψ0 J/mm
2 gostota deformacijske energije
ω / genetski dodatek mase
Ψ J celotna deformacijska energija
C / tenzor elastičnih konstant
C0 / Cauchy-Greenov deformacijski tenzor
F0 / deformacijski gradient
K / togostna matrika
n / normala
P / 1. Piola-Kirchhoffov napetostni tenzor
T / napetostni vektor
v / normaliziran vektor pomikov
η / simetričen tenzor rasti
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Rast bioloških tkiv v živih organizmih je predmet zanimanja že več stoletij. Že na
začetku 16. stoletja se je Galileo zavedal, da mora biti rast telesa pogojena z njegovo
obliko. V prvi polovici 20. stoletja je škotski matematik-biolog D’Arcy Thompson v
njegovem vplivnem delu ≫On Growth and Form≪ zapisal: če poskusimo zgraditi ladje,
palače ali templje ogromnih razsežnosti, bodo nosilci in vijaki odpovedali; tako tudi
v naravi ne najdemo drevesa ali živali, ki bi zrastel preko določene velikosti in hkrati
ohranil lastnosti in materiale, ki zadostujejo v primeru manǰsih struktur. Thompson
je ogromno prispeval z raziskavami na področju biološke rasti z aplikacijo principov
fizike na oblike in velikosti različnih vrst živih struktur. Druga polovica 20. stoletja
je prinesla ogromno raziskav o biološki rasti, ki temelji na znanstvenih dosežkih na
raznolikih področjih, kot so evolucija, genetika, biokemija in mehanika [1].
Bolj moderno razumevanje biologije temelji na dejstvu, da sta oblika in velikost or-
ganizma (ali posameznih delov le-tega) določeni tako z genetskimi kot tudi okoljskimi
dejavniki. Tega problema se dotakne Bard v svoji knjigi ≫Morphogenesis≪, kjer obrav-
nava tri stalǐsča o razvoju tkiv: to so genetski, epigenetski in vmesni pristop [2]. Pri
genetskem je tvorba tkiv v celoti določena z DNK-kodiranimi informacijami, ki so shra-
njene v genomu. Pri epigenetskem gre za to, da na razvoj tkivne strukture vpliva okolje.
Vmesni pristop pa je mešanica prvih dveh in poudarja, da je vpliv določenega scenarija,
torej genetskega ali epigenetskega, odvisna od obravnavanega primera. Literatura po-
nuja teoretične in eksperimentalne argumente v prid vsakega izmed treh pristopov. V
podporo epigenetskemu pristopu so znanstveniki predlagali tri epigenetske poglede na
razvoj tkiva [3]. Prvi je medsebojni vpliv celičnega metabolizma s fizikalno-kemijskim
okoljem znotraj in zunaj organizma. Znano je, da npr. koncentracija kemikalij in
hranilnih snovi igra pomembno vlogo v rastočem tkivu. Drugi pogled se nanaša na po-
vezave mas tkiva z njegovim fizikalnim okoljem. Raziskava, v kateri so zajcu odstranili
eno od pljučnih kril, je pokazala, da se je obstoječe pljučno krilo zaradi kompenzacije
povečalo [1]. Hipoteza v ozadju je ta, da je obstoječe pljučno krilo pod večjo mehansko
obremenitvijo, kar spodbuja rast. Da imajo mehanske obremenitve oz. deformacije
vpliv na rast tkiva je splošno znano pri športnikih, katerim se poveča mǐsična masa
zaradi fizične vadbe. Mǐsično tkivo se poveča, kadar se poveča obremenitev, in obratno.
To drži tudi za srčno mǐsico, kjer se zaradi pretirano visokih obremenitev njena velikost
znatno poveča. Proces se imenuje hipertrofija in ima podoben učinek kot povǐsan krvni
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tlak v arterijah. Zelo dobro raziskano področje je tudi spreminjanje kostne strukture v
odvisnosti od mehanskih obremenitev. Pri tenisačih je možno opaziti veliko razliko v
lastnostih kosti med obema rokama. Te se navezujejo na mineralno strukturo, trdnost
in presek kosti - vse tri so večje v roki, s katero udarjajo. Ljudje imamo načeloma precej
omejeno zmožnost ponovne rasti tkiva kot odziv na poškodbe, npr. v kožnem tkivu.
Nekateri drugi organizmi imajo to zmožnost precej večjo; za primer lahko vzamemo
morske zvezde, ki so sposobne obnoviti oz. povsem nadomestiti poškodovane krake.
Tretji pogled pa se nanaša na povezave med tkivi samimi. Med takšnimi povezavami se
lahko pojavijo tlačne napetosti, ki pripeljejo do mehanskega uklona tkivne strukture.
Zagovorniki tega scenarija so številni znanstveniki, ki so povezali morfologijo tkiva s
problemi uklona nosilcev, plošč in lupin na elastični podlagi [4], [5].
Mehanska obremenitev tkiv v kombinaciji z osnovnimi boleznimi lahko privede do
poškodbe tkiv. Za primer vzemimo osteoporozo, kjer nas zanima, kakšno stopnjo me-
hanske obremenitve lahko kosti prenesejo, ne da bi pri tem tvegali zlom. Poznavanje
odgovora na to vprašanje torej zahteva informacije o mehanskih lastnostih kosti. Po-
dobno je preučevanje sprememb mehanskih lastnosti hrustanca ključnega pomena pri
preučevanju osteoartritisa. Dejansko je bilo dokazano, da so ravno spremembe mehan-
skih lastnosti hrustanca eden prvih kazalcev nastanka te bolezni [6]. Pomemben cilj
biomedicinske inženirske skupnosti je regeneracija poškodovanih tkiv s pomočjo tkiv-
nega inženirstva in regenerativne medicine. Za obnavljanje tkiv je potrebno zagotoviti
primerno okolje, vključno z mediji (t.j. strukturami, ki nudijo oporo), ki so mehansko
dovolj močni, da podpirajo proces obnavljanja tkiva. Hkrati omenjene strukture za
oporo ne smejo biti preveč trde, ker bi sicer lahko ovirale regeneracijo tkiva. Podaja se
torej vprašanje: ≫Kakšen bi bil najbolj optimalen razpon mehanskih lastnosti opornih
struktur in gelov?≪ Eden od načinov je karakterizacija prvotnega tkiva, z namenom
pridobivanja vpogleda v pričakovani razpon mehanskih lastnosti [6]. Ta pristop ima ne-
katere omejitve, ker mehanske lastnosti, ki so potrebne za optimalno podporo procesu
obnavljanja, niso nujno enake lastnostim prvotnega tkiva. Kljub omenjenim omeji-
tvam, so lastnosti prvotnega tkiva v mnogih primerih najbolǰse razpoložljivo izhodǐsče.
1.1.1 Deformacije v biologiji
Mehanske sile, ki se generirajo zaradi razmnoževanja in rasti celic, povzročajo premi-
kanje tkiva in preureditve, ki so potrebne za transformacijo preprostih populacij celic v
kompleksno tridimenzionalno geometrijo organov. Vendar pa mehanske sile niso nujno
posledica aktivnega celičnega gibanja. Nedavne študije opozarjajo na pomen pasivnih
sil, ki so posledica mehanskih nestabilnosti med krovnim tkivom oz. epitelijem in nje-
govo okolico. Te nestabilnosti povzročajo gubanje epitelija, kar privede do zapletenih
topologij, kot so valovi, zanke in zgibi [7].
Evolucija je ustvarila ogromno paleto bioloških raznolikosti, ki pa so si v nečem vse-
eno zelo podobne. Vsi organizmi za svoj obstoj nujno potrebujejo dve sposobnosti:
zmožnost presnavljanja hrane v hranila in mehanizem za pridobivanje kisika iz njiho-
vega okolja. Čeprav imajo različne funkcije, si človeški možgani, mǐsja prebavila in
ptičja pljuča delijo posebno lastnost: tkiva, ki gradijo te organe, imajo valovito topo-
logijo, ki nastane iz prvotno ploščatih slojev celic med embrionalnim razvojem. Sile
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morajo biti prisotne, da lahko nastane nekaj tako kompleksnega, kot so možgani ali
ledvice, iz preprostega ravnega ali cevastega sloja tkiva. Celice lahko aktivno spre-
minjajo svojo obliko in pozicijo na lokalnem nivoju in s tem spreminjajo morfologijo
tkiva. Za doseganje potreb transporta je večina živalskih teles razdeljena v sistem cevi,
ki so obložene s krovnim tkivom [7]. Na makroskopski ravni se te cevi prilegajo telesni
votlini tako, da se zlagajo ali ustvarjajo zanke po svoji dolžini, podobno kot vrtna cev,
privita okoli koluta. Na mikroskopskem nivoju se površina sten cevi z gubanjem močno
poveča, pri čemer ostaja dolžina cevi konstantna in prostornina organa majhna. Črevo
na primer tvori prstom podobne izrastke v lumen, s čemer se poveča površina, preko
katere se absorbirajo hranilne snovi, slika 1.1.
Slika 1.1: Gubanje na različnih skalah, primer črevesa [8].
Krovna tkiva so tanka. Njihove celice so dolge približno 10 µm (< 1 µm do 25 µm
glede na različne epitelije), te pa so naložene v sloje, ki merijo več centimetrov ali celo
metrov v dolžino in širino. Taka geometrija povzroči v krovnih tkivih, da se na poseben
način odzovejo na mehanske obremenitve. Predvsem tanki materiali so občutljivi na
mehanske nestabilnosti, ki povzročijo velike deformacije, kar se odraža v uklanjanju
in gubanju. Uklon je proces, pri katerem stiskanje tankega objekta v ravnini povzroči
njegovo izven ravninsko upogibanje. Ta problem je zelo dobro raziskan za tanke ela-
stične nosilce končne dolžine, ki so stisnjeni iz obeh koncev z določeno silo. Pri tem se
nosilec deformira po karakteristični krivulji, ki je odvisna od aplicirane sile, dolžine in
debeline nosilca.
Sloji epitelija ne obstajajo sami zase. To sprva plosko tkivo je praktično vedno pritrjeno
na sosednje tkivo – mezenhim, ki ga sestavljajo manj urejene celice, ki so razpršene
znotraj medceličnine. Taka ureditev je podobna kot pri večslojnih strukturah neživih
sistemov. Ko stisnemo longitudinalno vzdolž ene dimenzije (enoosna tlačna obremeni-
tev), se bo tanek film, ki leži na mehki elastični podlagi, najprej odzval s formiranjem
vzporednih gub vzdolž njegove površine. Valovna dolžina gub l je med drugim odvisna
od debeline tankega filma h, od Youngovega modula E in od Poissonovega števila ν
ter od lastnosti podlage, slika 1.2.
Tlačne obremenitve, ki povzročajo gubanje, pa niso nujno vedno prisotne od zunaj. Če
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Slika 1.2: Gubanje tankega filma na podlagi [7].
film raste neenakomerno, bo ta rast prav tako povzročila napetosti znotraj filma, ki
bodo pripeljale do nagubanja. Še bolj preprost primer gubanja pa je, kadar film raste
ovirano (torej kadar raste hitreje od podlage). Tak primer so možgani, pri katerih
je hitreǰsa rast zunanje plasti možganske skorje omejena s počasneǰso rastjo spodnje
plasti, slika 1.3(C). Glede na različne robne pogoje se pod vplivom različno hitre rasti
tkiva izoblikujejo različne 3D oblike. Za ponazoritev obravnavamo primer hitro rastoče
notranje plasti, ki je obdana s počasi rastočo plastjo tkiva. Če je hitro rastoča plast
trdneǰsa in predstavlja trdno jedro, potem se bo zunanja plast deformirala in v skrajnem
primeru tudi popokala, slika 1.3(F). S to razlago je možno pojasniti nastanek obraznih
razpok pri krokodilu. Če pa je zunanja plast trdna, se bo uklonila notranja, hitro
rastoča plast. Tak mehanizem opazimo pri gubanju črevesnega epitelija, slika 1.3(E) [9].
Slika 1.3: Nastanek različnih 3D oblik [9].
Čeprav je bil embrionalni razvoj pǐsčančjega dvanajstnika opisan pred več kot sto
leti, obstaja zelo malo kvantitativnih opisov glede razvoja, ki se odvija v cilindrični
steni dvanajstnika. Coulombre je napisal kronologijo teh sprememb v času med 6. in
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24. dnem (D6 in D24) inkubacije, ravno pred valjenjem [10]. Do D7 črevesna cev, z
epitelijem na notranji strani in mezenhimom na zunanji strani, ohranja gladko površino
v lumnu. Na D8, ko se izoblikuje prva plast krožno usmerjenih gladkih mǐsic, se
začnejo z uklanjanjem notranje površine pojavljati longitudinalne gube. Število le-teh
se povečuje do D13. Na tej točki se začne okrog obstoječe plasti mǐsic pojavljati druga,
longitudinalno orientirana mǐsična plast, hkrati pa se v roku 3 dni prej formirane gube
začnejo zlagati v cikcak vzorec. Nazadnje, D16, se izoblikuje še tretja, longitudinalno
usmerjena mǐsična plast, tokrat na notranji strani krožne plasti. Hkrati se začnejo
cikcak vzorci lomiti na več točkah in se tako ločijo na več majhnih ≫prstov≪, ki so že
pravi predhodniki črevesnih resic, slika 1.4 [11].
Slika 1.4: Razvoj dvanajstnika pri pǐsčancu [10].
Da bi raziskali interakcije tkiva, ki vodijo do grebenastih vzorcev v embrionalnem
črevesju, je A. E. Shyer s kolegi kirurško ločil plasti in opazoval učinke na njihovo mor-
fologijo. Ko so mǐsično plast ločili od mezenhima in epitelija v različnih fazah razvoja
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(od D8 do D12), so ugotovili, da se mezenhim in nanj pritrjen epitelij ’poravnata’. To
nakazuje na dejstvo, da razlika v rasti teh plasti vodi do reverzibilne elastične kompre-
sije, kadar ju omejuje trdneǰsa mǐsična plast. To hkrati pomeni, da bi se ob odsotnosti
mǐsične plasti črevesna cev raztegnila prosto v radialni smeri, brez nastanka gub. Da
bi preverili, ali ta hipoteza drži, so razvili sistem za rast črevesa. Ko so segmente D6
črevesa z gladko notranjostjo in brez mǐsične plasti gojili 48 ur, se je izoblikoval obroč
krožnih gladkih mǐsic in vzporednih gub, ki jih ni mogoče razlikovati od embrional-
nega D8 črevesa, slika 1.5. Ko so D6 črevo vzgojili v prisotnosti 10 µM AG1295 ali
FK506 (substance, ki zavirajo razvoj gladkih mǐsic), se mǐsična plast ni izoblikovala
in sočasno gube niso nastale. Prav tako je zunanji obseg črevesa brez krožnih gladkih
mǐsic bistveno večji kot pri kontrolnem vzorcu. Pri količinski določitvi omejitve, ki jo
povzroča mǐsica, ugotovimo, da je razmerje med notranjim obsegom mǐsične plasti v
kontrolnem vzorcu in zunanjim obsegom črevesnih segmentov, vzgojenih s katerim koli
od obeh substanc, v povprečju 0.53. To nakazuje, da razvoj gladkih mǐsic zagotavlja
večino obodnih omejitev. V nadaljevanju so na podoben način pokazali, da razvoj lon-
gitudinalnih mǐsic v povezavi s prej vzpostavljeno plastjo krožnih mǐsic črevesje stiska
dvoosno, zaradi česar pride do cikcak vzorca. Za končen razvoj črevesnih resic pa je
potreben razvoj tretje, longitudinalne plasti mǐsic.
Slika 1.5: Razvoj krožne gladke mǐsice je nujen za izoblikovanje gub [10].
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1.1.2 Rast bioloških tkiv
Dejstvo je, da je mehanika razvoja rastočih tkiv precej manj raziskana kot pri ne
rastočih tkivih. Prvi razlog za to je povsem tehnični; rastoča tkiva je namreč težko
opazovati in preučevati. Drugi razlog je bolj konceptualen; bistvo rastočih tkiv je
dodajanje materiala od znotraj, kar je precej težko opisati. Teorija elastičnosti rastočih
medijev je tako v primerjavi z nerastočimi, ki sega vse do 19. stoletja, precej nova.
Znotraj tkiva je vsaka celica vključena v mehansko okolje, kjer nanjo delujejo sile sose-
dnjih celic in medceličnine. Kadar je porazdelitev sil, ki delujejo na celico, anizotropna,
celica začne odstopati od začetne oblike. Taka mehanska asimetrija lahko polarizira
usmeritev rasti tkiva in celice, in sicer preko usmeritve celične delitve. Ko se celice za-
radi mehanske obremenitve raztegujejo, se polarizira os, vzdolž katere se celice delijo,
slika 1.6 [9].
Slika 1.6: Prisotnost zunanjih sil v tkivu povzroči notranje napetosti, ki deformirajo
celice [9].
Kako usmerjenost celične delitve pripomore k disipaciji mehanskih napetosti, ki delu-
jejo na tkivo? V tkivu, v katerem nobena od smeri ni prevladujoča, so celice izotropne
in skupaj oblikujejo nekakšen krog, slika 1.7 (zgoraj). Zunanja osna obremenitev, ki
lahko izvira izven tkiva ali pa prestavlja ravnotežje sil iz sosednjega območja, defor-
mira celice vzdolž njene osi. Izoblikuje se elipsa. Tak razteg povzroči usmerjenost
celične delitve, slika 1.7 (sredina). Med vsako delitvijo celice, se tkivo lokalno preuredi,
saj je delitev anizotropna (določena je z glavno osjo). Posledično se lokalno generira
anizotropna mehanska napetost. Če je bila celica raztegnjena zaradi zunanje obreme-
nitve, bo pravilo usmerjene celične delitve le-to usmerilo tako, da lokalne napetosti,
povzročene z delitvijo, nasprotujejo in zmanǰsajo pred-obstoječo napetost okoli deljene
celice. Lahko jo lokalno izničijo ali celo ustvarijo novo napetost. Pri tem gre na skali
tkiva za postopen efekt. Makroskopska zunanja napetost se bo počasi zmanǰsevala z
vedno večjo delitvijo celic. Ta čez čas ne bo več usmerjena, saj bodo celice postale
izotropne, slika 1.7 (spodaj). Opomba: to velja le, kadar gre za usmerjeno delitev
celic. Če je delitev povezana z rastjo celice, lahko povzročen tlak še vedno pripelje do
makroskopskih napetosti.
Zaradi obstoja nelinearnih efektov, ki so posledica povratnih mehanizmov, je zelo težko
točno napovedati točen izid. Analitični in numerični modeli so nujni za povezavo
celičnega obnašanja in mehanike na skali tkiva. Le-to sicer lahko opisujemo s kombina-
cijo zakonov elastičnega, viskoznega ali plastičnega obnašanja. Ker pa celice vsebujejo
ATP za generacijo mehanskega dela, je tkivo bolje obravnavati kot aktivno snov. V
zadnjem desetletju se je zanimanje za teoretično študijo aktivnih materialov močno
povečalo. Razvili so jih z namenom modeliranja mehanike citoskeletona, kasneje pa so
jih uspešno aplicirali na področje mehanike rastočih tkiv, kjer vsaka delitev celice pri-
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pomore h generaciji anizotropnih napetosti. Ti pristopi so bili uporabljeni pri razlagi,
kako celična delitev pripomore k disipaciji napetosti v tkivu.
Slika 1.7: Prisotnost zunanjih sil v tkivu povzroči notranje napetosti, ki deformirajo
celice [9].
1.2 Cilji naloge
Cilj te naloge je teoretično in numerično raziskati deformacije površine, pri čemer je
poudarek na uklonu zaradi rasti oz. nabrekanja. V Uvodu je prikazanih več prime-
rov gubanja, s katerimi se srečujemo v vsakodnevnem življenju, v Teoretičnih osnovah
pa želimo raziskati mehanizem, ki je v ozadju tega pojava. Teoretični del začnemo
z analizo volumetrične rasti tkiv, katere končni rezultat je izpeljava enačbe za uklon
površine, povzeta po članku [2]. V nadaljevanju zadevo razširimo na tlačno obreme-
njevanje dvoslojnega sistema, ki je sestavljen iz tankega filma na debeleǰsem substratu.
Obravnavamo osem različnih primerov tlačnega obremenjevanja, v 1D, 2D in 3D. Iz-
peljemo zbirko 8 vodilnih enačb problema, ki jih nadalje prilagodimo vsakemu primeru
posebej. Enačbe so povzete po članku [12]. Kot rezultat dobimo odvisnost kritične
deformacije ϵ in normirane valovne dolžine L/H za različna razmerja togosti β. V
eksperimentalnem delu s programom Abaqus izvedemo numerične simulacije za uklon
površine zaradi ovirane volumetrične rasti (ki jo aproksimiramo s segrevanjem in to-
plotnim raztezanjem) ter za ostalih osem primerov, ki jih nato v poglavju Rezultati
primerjamo z analitičnimi vrednostmi. Vse ugotovitve so zbrane v Zaključku.
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2 Teoretične osnove
2.1 Morfogeneza tkiv: mehanizem uklanjanja površine
2.1.1 Enačbe mehanike rasti tkiva
Brez dvoma je biokemija gonilna sila v primeru rasti tkiv. Ta veda lahko pojasni
zakaj tkiva rastejo, vendar to ni dovolj. Nujna je tudi razlaga kako tkiva rastejo. Sle-
dnje pomeni makroskopski opis v smislu makroskopsko merljivih parametrov. To sta
v primeru rastočih tkiv masa in oblika (konfiguracija). Predpostavka, da kontinuirana
deformacija in masni tok lahko opǐseta rast živih teles, je ključna za nadaljnji razvoj
teorije. Da bi to predpostavko utemeljili, bi morali geometrijo rasti analizirati kvalita-
tivno. Nikakor ne smemo pozabiti na razlikovanje med realnim fizičnim materialom in
matematičnim konceptom materialnih točk. Ta razlika je prikazana na sliki 2.1, kjer
običajno deformacijo (na levi) primerjamo z deformacijo zaradi rasti (na desni) [2].
Slika 2.1: Razlika med zaprtim in odprtim sistemom [2].
Pri običajni deformaciji predpostavljamo, da se prostornina materiala med deformacijo
spremeni, medtem ko število materialnih točk ostane enako. Opozorimo še enkrat, da
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je koncept materialnih točk povsem matematičen. Če gre za zelo majhno prostornino
materiala, temu rečemo materialna točka. V primeru živih tkiv si jo lahko predsta-
vljamo kot celico ali molekulo. Vsaka taka točka se med deformacijo poveča skupaj
s celotno prostornino, seveda če predpostavljamo povečanje volumna. Običajna de-
formacija ohrani enako število materialnih točk znotraj referenčnega volumna oz. z
drugimi besedami, referenčna gostota se med deformacijo ne spreminja, ρ = konst. To
je matematični zapis zakona o ohranitvi mase za zaprt sistem. Pri deformaciji zaradi
rasti pa se masa ne ohranja oz. se gostota spreminja z rastjo. Neizpolnjevanje zakona
o ohranitvi mase je značilna za odprte sisteme, kjer prihaja do izmenjave materiala z
okolico.
Vpogled v mehaniko rasti tkiva lahko pridobimo z upoštevanjem zelo preprostega ’toy-
tissue’ modela. Ta je predstavljen na sliki 2.2. Začetno tkivo je predstavljeno na
zgornjem delu slike. Gre za nabor kroglic, ki predstavljajo osnovne komponente tkiva –
celice, molekule medceličnine, itd. Zaradi poenostavitve in jasnega prikaza, so kroglice
na sliki urejene. Lahko bi bile postavljene bolj kaotično, kar ne bi vplivalo na nadaljnjo
analizo. Sedaj predvidimo, da je nov material dodan v sistem točkovno (oz. v majhnem
območju), kot kaže slika. Navadno nov material v realnih tkivih nastane na bistveno
bolj zapleten način kot veriga biokemijskih transformacij. Vseeno pa se na koncu novo
proizveden material še vedno pojavlja ”točkovno”iz že obstoječih celic. Iz slike lahko
razberemo naslednja dejstva:
Slika 2.2: Mikroskopski model tkiva: poenostavljena zgradba tkiva (zgoraj), točkovno
dodajanje mase (spodaj) [2].
(a) število kroglic v tkivu narašča z dodajanjem novih kroglic,
(b) nove kroglice so skoncentrirane na odprtem delu cevi in se ne razporedijo enako-
merno po tkivu,
(c) nove kroglice se ne morejo namestiti na odprti del cevi: težijo k temu, da se




(d) več kot je kroglic dodanih, manj je prostora za nove,
(e) nove kroglice se dotikajo starih,
(f) nove kroglice želijo razširiti območje, ki ga zaseda tkivo, ko celotna preureditev
doseže površino tkiva.
Teh 6 kvalitativnih lastnosti mikroskopskega obnašanja tkiva pod vplivom dodajanja
materiala lahko prevedemo na makroskopski nivo kot:
(A) masa tkiva se povečuje,
(B) povečanje mase ni enotno – gostota se spreminja iz točke v točko,
(C) obstaja difuzija mase,
(D) difuzija je omejena z obstoječo tkivno strukturo in njegovo gostoto: bolj kot je
tkivo gosto, manj materiala lahko sprejme,
(E) rast spremljajo napetosti,
(F) razteg tkiva je prostorski – podobno kot termična ekspanzija strukturnih mate-
rialov, npr. jekla.




ψi,i + ξ = 0, (2.1)
kjer je ψi gostota masnega toka in ξ je volumetrična masna oskrba. Z enačbami je
priročno manipulirati z imenovanjem parcialnih odvodov glede na Kartezijeve koor-
dinate x1, x2, x3 z vejico, kot:
∂()
∂xi
= (),i in s seštevanjem od 1 do 3 kot: ψi,i =
ψ1,1 + ψ2,2 + ψ3,3. Logično, sprememba mase pomeni, da zakon o ohranitvi mase, ki
velja za večino teorij v mehaniki, v tem primeru ne velja in zato je nujno predsta-
viti ravnovesje mase za odprt sistem na celotni skali. Dejstvo, da je neenakomerno
povečevanje mase povezano z difuzijo mase, je zelo pomembno. To pomeni, da mora
zakon o ravnovesju mase vključiti oba – volumetričen izvor mase in površinski masni
tok. Slednji je v teorijah rasti velikokrat izpuščen. Odsotnost masne difuzije v teoriji
vodi do ne fizikalnih sklepov, da se gostota tkiva lahko spremeni samo v točki dodaja-
nja materiala. Masno difuzijo moramo torej upoštevati, če želimo doseči neenakomerno
masno oskrbo. Robni pogoji so naslednji:
ρ = ρ∗ ali ψini = ϕ
∗, (2.2)
kjer zvezdica pomeni dana amplituda, ni pa je enotski vektor, ki ima smer normale na
površino.
Za kvazi-statično stanje velja:
σij,j = 0 (2.3)
ui = u
∗





kjer so σij elementi napetostnega tenzorja, ui so elementi vektorja pomikov in Ti je
napetostni vektor.
Zadnje tri lastnosti (D, E in F) pa se nanašajo na konstitutivni zakon. Predlog je ta,
da naj bo povezava napetost-deformacija analogna termo-elastičnosti, pri čemer vlogo
temperature prevzame gostota - povečanje le-te ima za posledico prostorski razteg
tkiva:
σij = Cijmnum,n − (ρ− ρ∗0)ηij, (2.5)
kjer je Cijmn tenzor elastičnih konstant (tenzor 4. reda, torej 81 komponent [13]), ρ
∗
0
je začetna porazdelitev masne gostote, ηij pa je simetričen tenzor rasti [2].
Po drugi strani naj bi tkivo preprečevalo dodatek mase – gosteǰse kot je tkivo, manj
akumulirane mase:
ξ = ω + f(um,n,σij)− (ρ− ρ∗0)γ, (2.6)
kjer ω > 0 predstavlja genetski dodatek mase in je analogen kvazi-statični mehanski
obremenitvi (v nasprotju s slednjo, je ω pod nadzorom tkiva samega in njena pra-
vilna določitev zahteva eksperiment); f je epigenetski dodatek mase, ki naj bo odvisen
od meritev napetosti in/ali deformacij (njegov pravilen izraz je ključen problem, ko
govorimo o modeliranju tkiva); zadnji člen na desni strani enačbe 2.6, vključno z koe-
ficientom odpornosti tkiva, γ > 0, odraža odpornost tkiva na akumulacijo nove mase
za povečanje gostote (grobo rečeno, več kot je novega materiala, manj prostora ostane
zanj).
Končno predstavimo konstitutivno enačbo za masni tok v najbolj preprosti obliki
(Fickov zakon):
ψi = β(ρ− ρ∗0),i, (2.7)
kjer β predstavlja masno prevodnost materiala. Podobnost med rastjo in termo-
elastičnostjo v en. (2.5) in (2.7) je očitna, če zamenjamo inkrement gostote s tempe-
raturnim inkrementom, masni tok s toplotnim, masno konduktivnost s temperaturno,
itd. V tem primeru je en. (2.5) termo-elastična generalizacija Hooke-ovega zakona, en.
(2.7) pa predstavlja Fourierev zakon o prevodu toplote. Konstutivna enačba, ki bi bila
analogna en. (2.6) je v primeru termo-elastičnosti večinoma izpuščena, ker volumski
izvori toplote niso pogosti. Taka analogija nam omogoča bolǰse razumevanje parame-
trov v modelu rasti.
Z zamenjavo konstitutivnih zakonov (2.5) - (2.7) v en. (2.1) in (2.4) dobimo sistem
enačb glede na gostoto in premike:
β(ρ− ρ∗0),ii − γ(ρ− ρ∗0) + f = 0
Cijmnum,nj − ηij(ρ− ρ∗0),j = 0
(2.8)
Z robnima pogojema (2.2) in (2.3) zaključimo formulacijo.
Pomembno je poudariti, da smo do sedaj predvideli deformacije, ki so majhne med
procesom rasti. Taka formulacija je lahka za razumevanje in zadošča za potrebe naše
dosedanje analize. Vseeno pa ne zadošča za natančno nastavitev problema uklona, ki
je opisan v nadaljevanju.
Če želimo analizirati površinsko uklanjanje rastočega tkiva, bomo potrebovali inkre-
mentalno formulacijo obravnavanega polja in ustrezne konstitutivne enačbe. V splošnem
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bi morali upoštevati tako inkrement pomika kot tudi gostote, vendar bomo problem
preureditve izpustili in v enačbah ne bomo upoštevali epigenetskega faktorja f.
Glede na splošno nastavitev mehanike kontinuuma se materialna točka, ki zaseda
položaj XI v referenčni konfiguraciji, premakne na položaj xi v trenutni konfigura-
ciji. Po kraǰsi izpeljavi (glej vir [2]) dobimo končno enačbo za konstitutivni zakon, ki
ji dodamo še ravnotežno enačbo in robne pogoje:
σij,j = 0
σij = Cijknuk,n + Cmjknui,muk,n + Cijmnuk,muk,n + σjnui,n
ui = 0 ali σijnj = 0
(2.9)
2.1.2 Primer uklona površine pri volumetrični rasti
Slika 2.3: Uklon površine pri ovirani rasti tkiva.
Splošno razvito teorijo iz preǰsnjega podpoglavja sedaj apliciramo na problem rasti v
ravnini, slika 2.3, zgoraj. Predvidevamo, da je deformacija materiala onemogočena v
horizontalni smeri, pri čemer dolžine ne definiramo. Hkrati predvidevamo tudi, da je
površina, kjer material raste (torej prosta, zgornja površina) brez napetosti. V tem
primeru lahko postavimo zreduciramo zapisane enačbe in robne pogoje v 2D obliko.
13
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a = −b < 0;σij = 0
(2.10)
Fizikalni pomen te rešitve je precej preprost: tlačne napetosti se pojavijo v horizontalni
smeri, vzporedno s prosto površino, saj se tkivo lahko prosto razširi le v vertikalni smeri.
Ta rešitev opǐse vzorca tkiva z postopnim povečevanjem gostote ω. Taka rast traja vse
dokler ne pride do bifurkacije in se v sistemu začnejo pojavljati nagubani vzorci. Da
bi lahko preučili pojav bifurkacije, moramo upoštevati formulacijo 2.9 in poiskati ne-
trivialno rešitev sistema enačb:
g(a) = (h7H1r1 + h8)(h9r2 − h10H2)− (h7H2r2 + h8)(h9r1 + h10H1) = 0, (2.11)



































Potrebno je poudariti, da ni nujno, da rešitev omenjenega problema sploh obstaja. V
primeru materialne izotropije, kjer velja Cijmn = λδijδmn+2µδimδjn, rešitve ni mogoče
najti za številne razumno izbrane vrednosti Lamejevih parametrov λ in µ.
Tako zaključujemo opis enega od mehanizmov morfologije tkiv. Skladno z njim lahko
površinski vzorci nastajajo med rastjo anizotropnih tkiv zaradi uklanjanja površine.
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Ta scenarij je bil raziskan na podlagi preproste fenomenološke teorije rasti tkiv. Poka-
zali smo, da ovirana rast lahko vodi do tlačnih napetosti v filmu, kar lahko privede do
uklanjanja tkiva. Rezultat teoretične analize kaže, da je scenarij uklanjanja površine
realen, kadar rastoče tkivo izpolnjuje naslednja dva pogoja: prvič, med rastjo se mora
pojaviti tlačna obremenitev; drugič, tkivo mora izkazovati močno anizotropijo. Zadnji
pogoj ne govori nujno o geometrijskih omejitvah: nehomogena rast ali materialna ne-
homogenost in anizotropija lahko vodijo do pojava tlačnih napetosti. To je tipično
za nekatera tkiva z ojačitvijo vlaken v ravninah, ki so vzporedne s površino. V tem
primeru je tkivo veliko mehkeǰse v smeri ven-iz-ravnine.
Ena izmed zanimivih lastnosti, ki jih izluščimo iz dobljene analitične rešitve, je dej-
stvo, da lahko bifurkacija ravnotežja ustvari neomejeno in nepredvidljivo raznolikost
vzorcev v tkivu, saj kritični parameter masne oskrbe ni odvisen od valovne dolžine.
To dejstvo je lahko posledica določenih poenostavitev, ki smo jih naredili med analizo.
Vseeno pa ima interpretacija možnih vzorcev tkiva lahko globji pomen. Zelo verjetno
je namreč, da se za specifičen vzorec ne moremo odločiti samo na podlagi epigenetskega
scenarija. Lahko bi predvidevali, da se narava ’odloči’ glede točnega vzorca na podlagi
genetskega mehanizma, ki ni bil zajet v analizi. Vsa ta vprašanja ostajajo seveda zgolj
spekulativna.
2.2 Nestabilnost mehkih tkiv na trdih substratih
Dvoslojne sisteme, sestavljene iz tankega filma prvega materiala, ki leži na debeleǰsem
substratu drugega materiala, najdemo v najrazličneǰsih aplikacijah. Pod vplivom
tlačnih napetosti lahko v takem sistemu pride do različnih oblik nestabilnosti, kar v
nekaterih primerih prestavlja nezaželen pojav, v drugih pa jih izkoristimo sebi v prid.
Običajno so imeli dvoslojni sistemi za inženirske aplikacije visoko razmerje togosti med
trdim zgornjim filmom in mehkim spodnjim substratom, β = Ef/Es. Tak primer so
’sendvič’ plošče in zlati filmi na polidimetilsiloksan substratu. Take sisteme so v za-
dnjih dveh desetletjih zelo dobro preučili tako analitično, kot tudi eksperimentalno in
numerično. Ko so raziskovalce začeli zanimati kompleksni biološki vzorci gubanja in
zlaganja v večslojnih mehkih tkivih, so do takrat zbrane ugotovitve aplicirali na ra-
zvoj, morfogenezo in oblikovanje vzorcev. Takrat so namreč, na podlagi morfoloških
podobnosti, (napačno) sklepali, da je razmerje togosti med tankim filmom in debe-
leǰsim substratom istega reda kot pri tradicionalnih sistemih. Zgodnje študije razvoja
možganov so torej uporabljale razmerje približno β = 101− 102. Vendar pa so nedavni
poskusi pokazali, da je razmerje togosti v ultra-mehkih tkivih, kot so možgani, blizu
ali celo manj kot 1 [12]. Presenetljivo, primerjava obstoječih modelov za sisteme, ki so
blizu meje homogenosti, β = 1, razkriva, da se analitično predvidene valovne dolžine
in kritične deformacije znatno razlikujejo, glede na vrsto tlačnih obremenitev. Profil
tlačnih deformacij po materialu se razlikuje glede na način obremenjevanja: kadar je
le substrat predhodno raztegnjen ali pa kadar samo film raste, medtem ko je pritrjen
na substrat, bodo tlačne deformacije nastale skoraj izključno v filmu, medtem ko je
substrat obremenjen nevtralno ali pod tlakom. Tlačne deformacije pa se bodo pojavile
v obeh slojih takrat, kadar je tlačna obremenitev aplicirana na strani celotne domene,
kar je pogosto v geofizikalnih aplikacijah.
Kontinuumski pristopi za razlago nestabilnosti v živih sistemih, ki se pojavi zaradi ra-
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Teoretične osnove
sti, običajno sprejmejo koncept končne rasti. V ta namen združijo rast in deformacije
na kinematskem nivoju, pri čemer uporabijo multiplikativno dekompozicijo deforma-
cijskega gradienta v elastični in rastni del. Skladno s tem opisom omejena rast pov-
zroči notranje napetosti, ki vodijo do mehanskih nestabilnosti. Kot rezultat dobimo
nagubano stanje, ki je trajno brez zunanjih vplivov. Mehki živi materiali so posebej
dovzetni za uklanjanje površine zaradi nizkih elastičnih modulov in visoke občutljivosti
na dražljaje. Kakorkoli, preučevanje nestabilnosti živih sistemov je zahtevno iz koncep-
tualnega vidika: zahteva nelinearne konstitutivne enačbe in majhna togostna razmerja
med filmom in substratom [14].
2.2.1 Vodilne enačbe problema
Izpeljavo vodilnih enačb problema začnemo s prikazom splošne formulacije za primer
enakomernega stiskanja v podpoglavju 2.2.1.1, na kar sistemu dodamo majhno motnjo
v podpoglavju 2.2.1.2. Nadaljujemo z izpeljavo Euler-Lagrangevih enačb in določitvijo
robnih pogojev v podpoglavju 2.2.1.3. Kot rezultat dobimo nabor splošnih vodilnih
enačb, ki predstavljajo osnovo za analizo 8 različnih primerov tlačnega obremenjevanja.
Enačbe so povzete po članku [12].
2.2.1.1 Enakomerna tlačna obremenitev
Slika 2.4: Dvoslojni sistem s tankim filmom na vrhu debeleǰsega substrata v
nedeformiranem in deformiranem stanju. Geometrija je karakterizirana preko
nedeformirane in deformirane debeline filma Hf in hf , debeline substrata Hs in hs,
valovne dolžine l, zgornje in spodnje meje filma in substrata Γf in Γs, skupne
površine Γ0, zgornje in spodnje normalne na filmu in substratu nf in ns in normale
in normale na stičǐsču filma in substrata n0f in n0s [12].
Dvoslojni sistem na sliki 2.4 najprej enakomerno tlačno obremenimo in definiramo
njegov deformacijski gradient kot
F e0 =
⎡⎣λ1 0 00 λ2 0
0 0 λ3
⎤⎦ , (2.14)
kjer λ1, λ2 in λ3 predstavljajo raztege v smeri obremenitve, v smeri debeline in v
smeri, ki kaže navzven iz ravnine obremenjevanja. S pomočjo deformacijskega gradi-
enta lahko zapǐsemo desni Cauchy Green-ov deformacijski tenzor kot Ce0 = F
eT
0 ·F e0 in
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izračunamo njegovo sled kot vsoto elementov na diagonali matrike. Determinanto Ja-
cobijeve matrike zapǐsemo kot Je0 =det(F
e









0 = λ1λ2λ3. (2.15)
Oba, film in substrat, modeliramo kot nestisljiva neo-Hooke-ova materiala in ju karak-








− µP0 [Je0 − 1] , (2.16)
kjer tr(I) = 3 predstavlja sled matrike identitete, P0 je Lagrangev množitelj, µ pa
je strižni modul. Celotno deformacijsko energijo Ψ0 dobimo z integriranjem gostote
deformacijske energije po celotnem območju dvoslojnega sistema B. Za določitev izraza










[[λ2 − P0λ1λ3] δλ2 − [λ1λ2λ3 − 1] δP0] dV
.
= 0 (2.17)
Na koncu uporabimo še pogoj nestisljivosti, ki pravi λ1λ2λ3 = 1, iz česar sledi eksplicitni











Da bi raziskali nestabilnosti dvoslojnega sistema, obravnavamo sistem, na katerega de-
luje enakomerna tlačna obremenitev skladno s preǰsnjim podpoglavjem 2.2.1.1, hkrati
pa predpostavimo majhno motnjo u(X) = [u1(X),u2(X),u3(X)]
T v vsaki točki
X = [X1, X2, X3]
T . Obravnavamo poseben primer z u3(X) = 0, in izračunamo defor-
macijski gradient, ˜︁F = I + ∂u/∂X,
˜︁F =
⎡⎣1 + u1,1 u1,2 0u2,1 1 + u2,2 0
0 0 1
⎤⎦ . (2.19)
V naslednjem koraku predstavimo celotni elastični deformacijski gradient F e kot su-
perpozicijo začetne enotne deformacije F e0 iz enačbe 2.14 in motnje iz enačbe 2.19,
F e = ˜︁F · F e0 =
⎡⎣λ1[1 + u1,1] u1,2/[λ1λ3] 0λ1u2,1 [1 + u2,2]/[λ1λ3] 0
0 0 λ3
⎤⎦ . (2.20)
Za celotno deformacijo lahko zapǐsemo desni Cauchy Green-ov deformacijski tenzor
kot Ce0 = F
eT ·F e in izračunamo njegovo sled. Jakobiana zapǐsemo kot Je0 =det(F e).
Izračunamo gostoto deformacijske energije celtne deformacije, pri čemer uporabimo
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neo-Hookeov model iz enačbe 2.16, Celotno deformacijsko energijo Ψ dobimo z in-
tegriranjem gostote deformacijske energije po celotnem območju dvoslojnega sistema
B. Določimo stacionarne točke Ψ funkcije glede na pomika u1 in u2 ter Lagrangev
množitelj P . Pri tem celoten integral razdelimo na volumski in dva površinska inte-
grala. Iz pogoja, da mora biti volumski integral v dobljeni enačbi enak nič za vse tri












u2,22 − P,2 = 0
u1,1 + u2,2 = 0,
(2.21)
kjer tretja enačba predstavlja pogoj nestisljivosti. Rešitev ǐsčemo v obliki
u1(x) = a(x2) sin(kx1)
u2(x) = b(x2) cos(kx1)
P (x) = q(x2) cos(kx1).
(2.22)
2.2.1.3 Robni pogoji
Primarni robni pogoji zagotavljajo 2 stvari: da je rešitev kontinuuirana na meji med
filmom in substratom, ter da motnja izgine na spodnji meji
uf1 − us1 = 0 in u
f
2 − us2 = 0 na x2 = 0, (2.23)
us1 = 0 in u
s
2 = 0 na x2 = 0, (2.24)
pri čemer se f in s nanašata na domeno filma in substrata. Namesto zadnjega r.p. bi
lahko uporabili tudi takega, ki pravi, da je spodnja površina brez napetosti; kakorkoli,
za dovolj velike debeline substrata hs robni pogoj na spodnji površini ne sme vplivati
na vzorec gubanja filma.
Sekundarni robni pogoji sledijo iz odstranitve koeficientov pred variacijami spremen-
ljivk v površinskem integralu, pri čemer upoštevamo pogoj nestisljivosti iz enačbe 2.21,
u2,2 = −u1,1.






























uf1,1−βP f = 0.
(2.25)
Na prosti površini filma, pri x2 = hf , sekundarni robni pokoj nakazuje, da velja
uf1,2 + u
f






f = 0. (2.26)




2.2.2 Načini tlačnega obremenjevanja
V nadaljevanju se osredotočimo na 2 načina tlačnega obremenjevanja, t.j. obremenje-
vanje celotne domene in obremenjevanje samo filma. Slednje lahko dosežemo na dva
načina, z zunanjo deformacijo ali pa rastjo, kar prikazuje slika 2.5. Za poenostavitev
Slika 2.5: Različni načini tlačnega obremenjevanja v dvoslojnih materialih.
Kompresija celotne domene (levo) in kompresija samo filma, ki je povzročena s
prehdonim raztegovanjem substrata (sredina) ali z rastjo filma (desno) [12].
obravnavamo substrat kot neskončno debel, pri čemer predpostavljamo, da debelina
substrata ne vpliva na rešitev, dokler velja Hs > 10Hf [15]. S tem izločimo primarni
r.p. na spodnji površini in zmanǰsamo sistem enačb na 6.
Predpostavimo, da so tlačne deformacije v sistemu lahko rezultat zunanjih raztegov
d1, d2 in d3 v F0 ter rasti g1, g2 in g3 v F
g
0 . Slika 2.6 prikazuje povezavo med F0 in F
g
0
preko multiplikativne dekompozicije deformacijskega gradienta F0 v rastni del F
g
0 in
elastični del F e0 . Iz celotnega začetnega deformacijskega gradienta F0 in tenzorja rasti
Slika 2.6: Brez-napetostna referenčna konfiguracija, enakomerno tlačno obremenjena
vmesna konfiguracija, ter končna ukrivljena konfiguracija (zgoraj) in brez-napetostna
rastna konfiguracija (spodaj) [12].
F g0 izračunamo elastični tenzor F
e
0 = F0 · F
g−1
0 , ki povzroča napetosti v dvoslojnem
sistemu.
F0 =
⎡⎣d1 0 00 d2 0
0 0 d3
⎤⎦ in F g0 =





F e0 = F0 · F
g−1
0 =
⎡⎣λ1 0 00 λ2 0
0 0 λ3
⎤⎦ (2.28)
Elastične raztege lahko sedaj izrazimo kot rezultat zunanjih raztegov in rasti. Pri tem











Deformacijski gradient F0 povezuje referenčno konfiguracijo z vmesno konfiguracijo.
Definira valovno dolžino v enakomerno tlačno obremenjenem stanju kot l = LF0,11,
število valov kot k = K/F0,11 in debelino filma kot h = HF0,22. Splošnost te formulacije
nam dovoljuje, da razǐsčemo 8 različnih primerov obremenjevanja:
• 3 primeri obremenjevanja celotne domene (1D ravninska deformacija, enoosno obre-
menjevanje, dvoosno obremenjevanje);
• 2 primera obremenjevanja samo filma (kot posledica 1D ali 2D predhodnega razte-
govanja substrata);
• 3 primeri obremenjevanja samo filma (kot posledica 1D, 2D ali 3D rasti).
2.2.2.1 Tlačno obremenjevanje celotne domene
Za primer tlačnega obremenjevanja celotne domene povzročimo raztege d1 in d3, rasti
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3. Zgornji sistem prepǐsemo v 6 × 6 matriko, izračunamo njeno
determinanto in jo za netrivialno rešitev enačimo z 0.
V deformirani konfiguraciji je debelina filma hf = HF0,22 = H/d1d3 in število valov




• Za 1D ravninsko deformacijsko stanje velja d3 = 1;





• Za dvoosno obremenitev velja d3 = d1 = λ.
2.2.2.2 Tlačno obremenjevanje samo filma
Za primer tlačnega obremenjevanja samo filma, ki je posledica rasti filma, upoštevamo
rast g1, g2 in g3, zunanjih deformacij ni, d1 = d2 = d3 = 1. Stiskanje vpliva samo
na film, λf = 1/g, medtem ko je substrat nevtralno obremenjen, λs = 1. Začetni set
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3. Kot v preǰsnjem primeru, tudi tokrat za netrivilano rešitev
determinanto enačimo z 0.
V deformirani konfiguraciji je debelina filma hf = HF0,22 = Hg1g2g3, število valov pa
je enako v referenčni in deformirani konfiguraciji k = KF0,11 = K. Glavni parameter
obremenjevanja je g1 = 1/λ, medtem ko sta g2 in g3 odvisna od g1 [14]:
• za 1D rast velja g2 = g3 = 1;
• za 2D rast velja g3 = g1 = 1/λ in g2 = 1;
• za 3D rast velja g1 = g2 = g3 = 1/λ.
Za primer tlačnega obremenjevanja samo filma, ki ga povzroči pred-raztegnjen substrat,
uberemo podoben pristop kot pri rasti. Pred-raztegovanje ima za posledico različen
profil deformacij po materialu; če je razmerje togosti dovolj majhno, je povsem razumno
predvidevati, da je substrat brez deformacij, medtem ko se v filmu pojavijo tlačne
deformacije [16]. Pred-raztegnjenost lahko modeliramo analogno rasti:
• za 1D pred-raztegnjenost velja g2 = 1/g1 = λ in g3 = 1;








λ2 = λ2(λ), λ3 = λ3(λ)
celotna domena




d1 = λ, d3 = 1
enoosno tl. obr.




d1 = d3 = λ
pred-razteg substrata




g1 = 1/λ, g3 = 1
2D pred-razteg





g1 = 1/λ, g2 = g3 = 1
2D rast
g1 = g3 = 1/λ, g2 = 1
3D rast
g1 = g2 = g3 = 1/λ
Preglednica 2.1: Tabela relacij med raztegi v različnih smereh za vseh 8 primerov [12].
2.2.2.3 Numerična rešitev problema
Rešitev sistema enačb 2.30 in 2.31 dobimo, ko determinanto matrike enačimo z 0. Za
dano razmerje togosti β in normalizirano število valov KH, vrednost λ, pri kateri
matrika postane singularna, predstavlja nivo tlačne obremenitve ali rasti, ki povzroči
nestabilnost sistema. Ker je sistem močno nelinearen, je ena izmed možnosti za iskanje
ničel Ridderjeva metoda. Gre za precej hitro in preprosto iterativno metodo. Ideja te-
melji na linearizaciji originalne funkcije, na katero se nato aplicira metoda regulafalsi,
ki je podobna metodi bisekcije. Red konvergence je kvadratičen [17]. Rešitev ǐsčemo v
območju 0 < λ < 1. Veliko parov β,KH ima za posledico več singularnih vrednosti λ.
Kritična vrednost λ je tista, ki je največja, saj jo bomo pri zmanǰsevanju od 1 navzdol
(pri čemer se tlačna obremenitev povečuje) dosegli najprej. Iterativno smo rešili sistem
enačb za vseh 8 primerov tlačnega obremenjevanja, za 20 različnih razmerij togosti med
0.1 < β < 1000 in 40 valovnih dolžin med 0.1 < L/H < 1000.
2.2.3 Rezultati
2.2.3.1 Kritična deformacija v odvisnosti od valovne dolžine
Slika 2.7 prikazuje kritično deformacijo ϵ = 1 − λ v odvisnosti od normirane valovne
dolžine L/H za 8 različnih primerov obremenjevanja. Rezultati so prikazani za območje
razmerij togosti 0.1 < β < 1000 in valovnih dolžin 0.1 < L/H < 1000 (v logaritemski
skali). Vsaka krivulja predstavlja eno razmerje togosti β. Krivulje za β = 0.1, 1, 10, 100
in 1000 so odebeljene in si sledijo od zgoraj navzdol. Za vsak β obstaja valovna dolžina,
pri kateri je kritična deformacija najmanǰsa, kar je na slikah prikazano s črno odebeljeno
krivuljo.
Pri obremenjevanju celotne domene opazimo za primer β = 1, da nobena valovna
dolžina ni prevladujoča, saj je homogen material obremenjen enakomerno. Na sliki 2.7
je ta primer prikazan s horizontalno odebeljenimi črtami različnih odtenkov sive (prvi
trije grafi na sliki).
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Slika 2.7: Kritična deformacija ϵ = 1− λ v odvisnosti od normirane valovne dolžine
L/H za 8 različnih primerov tlačnega obremenjevanja [12].
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2.2.3.2 Kritična deformacija in valovna dolžina v odvisnosti od razmerja
togosti
Sliki 2.8 in 2.9 prikazujeta razliko med kritično aksialno deformacijo ϵ = 1 − λ in
kritično normirano valovno dolžino L/H v odvisnosti od razmerja togosti β za različne
načine tlačnega obremenjevanja. Za velika razmerja togosti, β > 100, so razlike med 8
različnimi načini obremenitve zanemarljivo majhne. Z manǰsanjem razmerja, β < 10,
razlike postajajo bolj očitne. Ko se vpliv filma povečuje, za β ≫ 1, se valovne dolžine
L/H povečujejo; ko se povečuje vpliv substrata, za β → 1, se valovne dolžine L/H
zmanǰsujejo.
Na grafu ϵ(β) se krivulja za 1D rast skoraj povsem prekriva s krivuljo, ki predstavlja
1D pred-razteg substrata, krivulji za 2D in 3D rast pa se skoraj povsem prekrivata s
krivuljo, ki predstavlja 2D pred-raztegnjen substrat. Na grafu L/H(β) se praktično
prekrivajo vse tri krivulje, ki predstavljajo tlačno obremenjevanje celotne domene.
Slika 2.8: Kritična deformacija ϵ = 1− λ v odvisnosti od razmerja togosti β za 8
različnih primerov tlačnega obremenjevanja [12].
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Teoretične osnove






Analitična formulacija opisanega problema je bila do sedaj pogosto vključena v analizi-
ranje eksperimentalno pridobljenih podatkov. Relativno malo študij pa je uporabilo nu-
merične simulacije za preučevanje problema nastanka gub. Pri tem se namreč srečamo
s številnimi izzivi, ki so povezani z nestabilnostjo v končnih elementih. Da bi prema-
gali številne obstoječe numerične kompleksnosti, v nekaterih študijah ( [18], [19], [20])
pojav gubanja površin simulirajo v dveh korakih: analiza dogajanja pred uklonom in
po njem. Linearna modalna analiza je bila izvedena predvsem pred uklonom, ana-
liza dogajanja po uklonu pa je zajemala kombinacijo modelov z nelinearnimi materi-
ali/geometrijo in tehnikami uporabe nepopolnosti. Za korak po uklonu so raziskovalci
uporabili nestisljive neo-Hooke-ove in Arruda-Boyceve konstitutivne modele za elasto-
mere. Apliciranje teh elementov ima nekatere prednosti znotraj numeričnih okvirov,
saj lahko z njimi simuliramo deformacijske oblike vǐsjega reda pri velikih deformacijah,
je pa uporaba nestisljivih/hibridnih elementov omogočena v omejenih paketih končnih
elementov, eden izmed njih je Abaqus. Te tipi elementov temeljijo na relativno za-
pletenih matematičnih teorijah in so računsko bolj potratni kot običajni elementi. To
močno zniža učinkovitost za 3D analizo. Poleg tega jih lahko uporabimo samo v statični
analizi in lahko vodijo do težav s konvergenco, kadar obravnavamo materialne modele,
ki izkazujejo volumetrično plastičnost.
Za preučevanje nestabilnosti površin je pogosto v uporabi metoda geometričnih nepra-
vilnosti, ki lahko vključuje tehniko perturbacije mreže, geometrije in robnih pogojev
(nekatere so direktno vključene že znotraj software paketov, tudi v Abaqus-u). V ne-
katerih študijah so vključili sinusno perturbacijo direktno v geometrijo filma, s čemer
so diktirali nastanek sinusoidnih valov [21]. V drugi študiji so sinusno perturbacijo
vključili znotraj mreže, tako da so bile vozlǐsčne točke razporejene po sinusnem per-
turbacijskem polju pomikov [22]. Vsi taki pristopi so relativno kompleksni. Njihova
implementacija v model je lahko zelo težavna in zahteva kalibracijo z nastavljanjem
številnih prostih parametrov. Poleg tega interpretacija rezultatov ni enolična, kar me-
todo naredi manj prijazno za običajne uporabnike [23].
3.1 Analiza uklona z metodo lastnih vrednosti
Analizo uklona površine smo začeli z izbiro metode. Odločali smo se med nelinearno
simulacijo deformiranja in metodo lastnih vrednosti. Prva je statična strukturna ana-
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liza, pri kateri nepravilnosti v sistem uvedemo z uporabo funkcije ’Nlgeom’. Takšna
simulacija poračuna stanje sistema v vseh točkah obremenjevanja, tako da dobimo
informacije o celotnem poteku in velikosti deformacij. Je pa metoda precej bolj dolgo-
trajna in za tako numerično zahtevne primere velikokrat celo preveč dolgotrajna. To
metodo bomo uporabili samo v treh najpreprosteǰsih ravninskih primerih.
Ker je uklon, kar se tiče numeričnega preučevanja, precej zahteven pojav, smo se odločili
za uporabo metode lastnih vrednosti, ki lahko poračuna le kritične obremenitve in la-
stne oblike, torej razmerja med pomiki v sistemu, ko ta enkrat ukloni, ne dobimo pa
pravih vrednosti premikov. Ker pa smo sistem v vseh primerih obremenili s predpi-
sanim pomikom ali temperaturo, iz katere lahko izračunamo pomike in ne s silo ali
tlakom, lahko s to analizo pridobimo dovolj podatkov za primerjavo s teoretičnimi vre-
dnostmi.
Metoda lastnih vrednosti za problem uklona ǐsče obremenitve, pri katerih postane
togostna matrika modela singularna, tako da ima problem
KMNvM = 0
netrivialno rešitev. Pri tem je KMN togostna matrika, ko je sistem obremenjen, vM
pa so pomiki. Obremenitev na sistem je lahko v smislu tlaka, koncentriranih sil, ne-
ničelnih pomikov in/ali temperaturnih obremenitev [24]. Lastne uklonske oblike, vM ,
so normalizirani vektorji in ne predstavljajo pravih velikosti deformacij pri kritični
obremenitvi. Normalizirani so tako, da je največji pomik enak 1. Lastne oblike so
pogosto najbolj uporaben rezultat te analize.
Metoda lastnih vrednosti je v splošnem uporabna za napovedovanje kritičnih obre-
menitev togih struktur. Njihov odziv navadno vključuje zelo malo deformacij pred
uklonom. Preprost primer take strukture je Eulerjev nosilec, ki se zelo togo odzove
na tlačno obremenitev, ko pa doseže kritično silo, se naenkrat ukloni in kaže veliko
manǰso togost. Kakorkoli, tudi če je odziv strukture oz. sistema pred uklonom neline-
aren, lahko analiza lastnih vrednosti da koristna predvidevanja o uklonskih oblikah.
Abaqus ponuja 2 metodi za reševanje problema uklona z analizo lastnih vrednosti:
Lanczos in subspace iteracijski metodi. Lanczos metoda je v splošnem hitreǰsa, kadar
želimo podatke o velikem številu lastnih oblik za sistem z več prostostnimi stopnjami.
Subspace iteracijska metoda je načeloma hitreǰsa, kadar nas zanima le nekaj (manj
kot 20) lastnih oblik. Za različne korake analize lahko uporabimo različna solverja.
Pri obeh solverjih je potrebno podati želeno število lastnih vrednosti. Na podlagi tega
podatka bo Abaqus izbral ustrezno število vektorjev za subspace iteracijsko metodo oz.
ustrezno velikost bloka za Lanczos metodo. Te vrednosti lahko ročno tudi spremenimo.
Lanczos solverja ne moremo uporabiti, če model vsebuje hibridne elemente.
V koraku analize lastnih vrednosti lahko predpǐsemo vozlǐsčne temperature. Te bodo
povzročile temperaturne deformacije, upoštevajoč, da za sistem predpǐsemo koeficient
temperaturnega raztezka, α. Med analizo je odziv sistema definiran z njegovo elastično
togostjo v osnovnem stanju. Če so uporabljene elastične lastnosti, ki so odvisne od tem-
perature, analiza ne bo upoštevala sprememb v togostni matriki, ki se pojavijo zaradi
temperaturnih razlik. Uporabljene bodo materialne lastnosti iz osnovnega stanja.
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Lahko se zgodi, da kot rezultat dobimo negativne lastne vrednosti. V večini primerov
to nakazuje na dejstvo, da bi sistem uklonil, če bi obremenitve delovale v nasprotni
smeri. Negativne lastne vrednosti so včasih analogne uklonskim oblikam, ki jih v
smislu fizikalnega obnašanja ne moremo razumeti. Posebej rado se to zgodi, kadar je
sistem pred-obremenjen, kar povzroči veliko geometrijsko nelinearnost. V tem primeru
je potrebno narediti nelinearno analizo pomikov in obremenitev.
3.2 Priprava modela
Za primer uklona zaradi volumetrične rasti, ki smo ga teoretično obravnavali v pod-
poglavju 2.1, ter za vseh 8 primerov, ki smo jih teoretično obravnavali v podpoglavju
2.2, želimo izvesti numerične simulacije in rezultate primerjati s teoretičnimi izračuni.
Slika 3.1: 2D model za ravninsko deformacijsko stanje in 3D volumski model.
Numerično simulacijo začnemo s določitvijo geometrijskih in materialnih lastnosti mo-
dela, slika 3.1. Za primer ravninskega deformacijskega stanja ustvarimo 2D deformabi-
len model, pri čemer se smatra, da je v z smeri neskončno dolg. Podatki so naslednji:
d = 5.00 mm; hs = 0.95 mm; hf = 0.05 mm. Za primer ravninskega deformacijskega
stanja zaradi volumetrične rasti je model ena domena (ni razdeljen na film in substrat),
pri čemer je njegova vǐsina tako h = 1.00 mm.
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Za primer obremenjevanja v dveh oz. treh smereh ustvarimo 3D volumski deformabilen
model. Geometrijsko gre za kocko z naslednjimi podatki: d = 5.00 mm; hs = 4.90 mm;
hf = 0.10 mm.
Filmu in substratu predpǐsemo še materialne lastnosti, pri čemer nas ne zanimata de-
janski vrednosti modula elastičnosti za posamezen material, ampak samo razmerje med
njima, β = Ef/Es. Numerične simulacije za najpreprosteǰse primere (2D model) izve-
demo za β = 100, 10 in 1. Pri računsko najzahtevneǰsih primerih pa nam uspe dobiti
rezultate samo za β = 100, pogojno tudi za 25 oz. 10.
Poissonov količnik je za oba materiala enak. Ker gre za nestisljiv material je ν = 0.5,
izkazalo pa se je, da ima Abaqus s to vrednostjo večkrat težave. V primeru, ko smo
lahko uporabili hibridne elemente, smo to storili. Če smo problem lahko rešili samo z
Lanczos metodo, ki ne omogoča uporabe teh elementov, smo vrednost ν določili sami.
Zaradi konvergence, smo uporabili vrednost ν = 0.495. Vendar tudi s to vrednostjo ni-
smo vedno dobili rezultata, zato smo jo bili v nekaterih primerih (predvsem volumskih)
primorani uporabiti vrednost ν = 0.49.
V naslednjem koraku definiramo robne pogoje in obremenitve. Ker so ti specifični za
vsak primer obremenjevanja, so podrobneje opisani v naslednjem poglavju.
Še zadnji korak pred izračunom je mreženje modela. V splošnem je prednost 2D mo-
delov v tem, da je število elementov bistveno manǰse kot pri volumskih modelih, kar
pomembno vpliva na hitrost računanja. Predvsem v 3D simulacijah se je izkazalo, da
število elementov pomembno vpliva na smiselnost rešitve. Če je le-teh premalo, so ele-
menti popačeni in iz rezultata težko izluščimo kvalitetne informacije. Po drugi strani
pa preveliko število elementov včasih pomeni celo, da rešitve sploh ne dobimo. Glede
na teoretične analize pričakujemo, da se bo uklanjanje pojavljalo v filmu in njegovi
neposredni bližini, zato tam mrežo kar se da zgostimo.
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4 Rezultati in diskusija
4.1 Uklon površine zaradi volumetrične rasti
Obravnavamo ravninsko deformacijsko stanje, pri katerem pride do uklanjanja površine
zaradi ovirane volumetrične rasti tkiva. Primer je teoretično opisan v podpoglavju 2.1.
Rast tkiva simuliramo s povečevanjem njegove temperature, zaradi česar se material
raztegne. Definiramo mu temperaturni koeficient raztezka, α = 52 · 10−6/K. Ker mu
na levi in desni strani preprečimo pomik v x smeri, ux = 0, se pojavijo tlačne napetosti
in površina se ukloni.
Najprej preučimo, kaj se dogaja v primeru izotropnega materiala. Če Hooke-ov zakon
za ravninsko deformacijsko stanje zapǐsemo v matrični obliki, pri čemer uporabimo
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Iz enačbe 2.11 je razvidno, da so pomiki odvisni od elastičnih konstant Cijmn oz.
razmerij med njimi. Zgornjo sliko iz 4.1 vzamemo za referenco: gre za analizo materiala
z elastičnim modulom E = 10 GPa in Poissonovim količnikom ν = 0.5. Sredinska slika
prikazuje primer, ko materialu spremenimo samo modul elastičnosti na E = 210 GPa,
Poissonov količnik ostane enak. Iz slike je razvidno, da sta rezultata identična. Pri
zadnjem primeru ostane enak modul elastičnosti, Poissonov količnik pa spremenimo na
ν = 0.3. Opazimo, da se število valov z zmanǰsanjem Poissonovega količnika zmanǰsa
oz. da se valovna dolžina poveča.
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Slika 4.1: Rezultati numerične simulacije za uklon površine zaradi volumetrične rasti
za primer E = 10 GPa, ν = 0.5 (zgoraj), E = 210 GPa, ν = 0.5 (sredina) in E = 10
GPa, ν = 0.3 (spodaj). Enote: [/], ker gre za razmerja med pomiki in ne za dejanske
amplitude le-teh.
V nadaljevanju razǐsčemo še, kaj se dogaja z anizotropnim materialom. Najprej pred-
postavimo, da mora biti zaradi uklona v y smeri material manj tog kot v pravoko-
tni smeri. Določimo naslednje parametre: C1111 = 10000 MPa, C2222 = 5000 MPa,
C1122 = 5000 MPa, C1212 = 1000 MPa. Rezultate prikazuje slika 4.2. Če vrednosti
C1111 in C2222 ravno zamenjamo, pri tako nastavljenih parametrih do uklona ne pride.
Nadalje povečamo vrednost C1212 = 5000 MPa, s čemer postane material bolj odporen
na strig. Pričakovano dobimo rezultat, pri katerem je valovna dolžina bistveno večja.
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Slika 4.2: Rezultati numerične simulacije za uklon površine zaradi volumetrične rasti
za anizotropen material. Enote: [/]
4.2 Ravninsko deformacijsko stanje tlačno obreme-
njene celotne domene
Obravnavamo ravninsko deformacijsko stanje tlačno obremenjene celotne domene. Mo-
del, ki ga uporabimo za numerično simulacijo, je prikazan na sliki 3.1 (zgoraj). Predpǐsemo
mu sledeče robne pogoje: film in substrat vpnemo na levi strani, tako da celotnemu
levemu robu predpǐsemo pomik ux = 0. Substrat vpnemo še na spodnjem robu, tako
da mu predpǐsemo pomik uy = 0.
Najprej izvedemo analizo po metodi lastnih vrednosti. Definiramo obremenitev, pri
čemer moramo ustrezno izbrati, na kakšen način bomo obremenitev predpisali - v
obliki sile, tlaka, pomikov, temperature? Ker se želimo navezati na teoretični del, kjer
nas zanimajo predvsem kritične deformacije, je najbolj smiselno, da kot obremenitev
definiramo pomik celotnega desnega roba v negativno smer. Kot rezultat dobimo prvo
lastno obliko, ki ji pripada prva lastna vrednost. To lastno vrednost pomnožimo z
znanim pomikom, ki smo ga predpisali in dobimo dejanski pomik, pri katerem sistem
preskoči v novo nastalo stanje. Iz dobljenega pomika izračunamo razteg λ oz. kritično
deformacijo ϵ. Rezultate primerjamo z grafom kritične deformacije v odvisnosti od
razmerja togosti na sliki 2.8.
Prikazan je primer izračuna za β = 100:
Predpisani pomik desnega robu je ux = −1.0000 mm. Prva lastna vrednost je LI =
0.1198. Sledi
ukr = uxLI = −1.0000 mm · 0.1198 = −0.1198 mm (4.1)
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d1 = λ −→ λ = 0.9760
ϵ = 1− λ = 1− 0.9760 = 0.0240
(4.2)
Da bi lahko rezultate primerjali še z drugim grafom normirane valovne dolžine L/H
v odvisnosti od β na sliki 2.9, moramo izračunati valovno dolžino in vǐsino filma po
deformaciji. Valovno dolžino L dobimo tako, da znano dolžino modela d delimo s
številom valov, slika 4.3. Vǐsino filma po deformaciji H izračunamo iz enačbe hf =








H = hfλ = 0.0500 mm · 0.9760 = 0.0488 mm
L/H = 20.4981
(4.3)












· 100% = −8.7640%
(4.5)




Slika 4.3: Rezultati numerične simulacije za tlačno obremenjevanje celotne domene za













β = 100 -0.1198 0.9760 0.0240 5 1.000 0.0488
β = 10 -0.5510 0.8898 0.1102 11 0.4545 0.0445














β = 100 0.0237 0.0240 +1.27 22.4981 20.4981 -8.76
β= 10 0.1058 0.1102 +4.16 12.1328 10.2134 -15.82
β = 1 0.4563 0.4244 -6.99 13.0010 10.5791 -18.63




Primer sedaj obravnavamo še po metodi statične strukturne analize, pri kateri dobimo
podatke o napetostih in deformacijah v vseh točkah obremenjevanja. Rezultate za
β = 100 prikazuje slika 4.4. Opazimo, da se število gub ujema s tistim, ki ga napoveduje
metoda lastnih vrednosti, K = 5. Tlačne napetosti se pojavijo tako v filmu kot tudi
v substratu, kar je pričakovano, saj obremenjujemo celotno domeno. V substratu v
povprečju znašajo približno S11 = −20 MPa, v filmu pa so približno za en razred večje.
Izrǐsemo še graf sile v odvisnosti od pomikov, iz katerega lahko jasno razberemo, v
kateri točki sistem preskoči, slika 4.5. Sila najprej s pomikom linearno narašča, nato
pa se krivulja približno v točki ukr = 0.13 mm prelomi. V primerjavi z vrednostjo
kritičnega pomika, ki ga dobimo po metodi lastnih vrednosti (ukr = 0.024 mm), je ta
vrednost bistveno večja.
Slika 4.4: Rezultati numerične simulacije za tlačno obremenjevanje celotne domene za
β = 100. Enote: MPa.
Slika 4.5: Graf sile v odvisnosti od pomikov za β = 100.
36
Rezultati in diskusija
4.3 Ravninsko deformacijsko stanje zaradi rasti filma
Naslednji primer ravninskega deformacijskega stanja nastane zaradi rasti filma, ki je
pritrjen na substrat konstantne velikosti. Rast filma v tem primeru simuliramo s
povečanjem njegove temperature, kar ima za posledico povečanje dolžine. Materialu
predpǐsemo ortotropni temperaturni koeficient, kar pomeni, da moramo definirati α za
vse tri smeri. Tak način definiranja je koristen zato, ker lahko določimo neko končno
vrednost samo v x smeri (v našem primeru αx = 52 · 10−6/K), v y in z pa predpǐsemo
0, kar pomeni, da se bo filmu povečala samo dimenzija v x smeri. Tokrat vpnemo
celotno levo in desno stranico za pomike v x smeri, ux = 0; vpnemo tudi spodnjo
stranico za pomike v y smeri, uy = 0. Kot rezultat dobimo prvo lastno vrednost za
temperaturo, pri kateri se material raztegne za toliko, da zaradi tlačnih obremenitev
preskoči v nestabilno stanje.
Prikazan je primer izračuna za β = 100:
Predpisana temperaturna obremenitev je ∆T = 50 K. Prva lastna vrednost je
LI = 9.3059. Sledi:
∆Tkr = ∆TLI = 50.00 K · 9.3059 = 465.30 K (4.6)
Iz enačbe za spremembo dolžine zaradi temperaturne obremenitve ∆L
L
= αx∆T izračunamo,
za koliko bi se podalǰsala dolžina filma,
∆L = α∆TkrL = 52·10−6/K·465.30 K·5.0000 mm = 0.1210 mm → ukr = 0.1210 mm
(4.7)





(5.0000 + 0.1210) mm
5.0000 mm
= 1.0242







ϵ = 1− λ = 1− 0.9764 = 0.0236
(4.8)
Valovno dolžino L izračunamo na enak način kot v preǰsnjem primeru (4.2). Vǐsino
filma po deformaciji H izračunamo iz enačbe hf = Hg1g2g3, pri čemer je v tem primeru



















Za oba primera izračunamo še relativno odstopanje numerične vrednosti od analitične
po enačbi 4.4.













β = 100 0.1210 0.9764 0.0236 5 1.000 0.0512
β = 10 0.5622 0.8989 0.1011 11.5 0.4348 0.0556














β = 100 0.0239 0.0236 -1.26 21.6129 19.5313 -9.63
β= 10 0.1060 0.1011 -4.62 10.2959 7.820 -24.05
β = 1 0.3738 0.2971 -20.52 5.0456 1.406 -72.13
Preglednica 4.2: Primerjava teoretičnih in numeričnih izračunov za primer tlačnega
obremenjevanja filma zaradi pred-raztegovanja substrata.
Če robne pogoje spremenimo tako, da levo in desno stranico pustimo prosto za pomike
(model vpnemo le na spodnjem levem vogalu za pomike v x smeri), dobimo nekoliko
drugačne rezultate, slika 4.7. Tu je zelo opazen vpliv roba domene, zaradi česar pride
do lokalizacije gub na sredini modela. Vseeno pa se zdi, da so valovne dolžine gub v
obeh primerih precej podobne.
Primer obravnavamo še po metodi statične strukturne analize. Rezultate za β = 100
prikazuje slika 4.8. Opazimo, da se tudi tokrat število gub ujema s tistim, ki ga napo-
veduje metoda lastnih vrednosti, K = 5. Tlačne napetosti se v tem primeru pojavijo
samo v filmu, kar se sklada s predvidevanji iz teoretičnega uvoda.
Izrǐsemo še graf sile v odvisnosti od temperaturne obremenitve, iz katerega lahko zopet
razberemo, v kateri točki sistem preskoči v uklon, slika 4.9. Sila najprej s temperaturo
linearno narašča, nato pa se krivulja približno v točki Tkr = 500 K prelomi. V pri-
merjavi z vrednostjo kritične temperature, ki jo dobimo po metodi lastnih vrednosti




Slika 4.6: Rezultati numerične simulacije za tlačno obremenjevanje zaradi rasti filma
za β = 100 (zgoraj), β = 10 (sredina) in β = 1 (spodaj). Enote: [/].
Slika 4.7: Rezultati numerične simulacije za tlačno obremenjevanje zaradi rasti filma s
spremenjenimi robnimi pogoji za β = 100. Enote: [/].
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Slika 4.8: Rezultati numerične simulacije za tlačno obremenjevanje zaradi rasti filma
za β = 100. Enote: MPa.
Slika 4.9: Graf sile v odvisnosti od pomikov za β = 100.
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4.4 Ravninsko deformacijsko stanje zaradi
pred-raztegnjenega substrata
Zadnji primer ravninskega deformacijskega stanja je tlačno obremenjevanje filma za-
radi pred-raztegnjenega substrata. Robna pogoja, s katerima definiramo vpetje, sta
enaka kot v prvem primeru (4.2). Simulacijo izvedemo v dveh korakih:
1. korak: substrat raztegnemo tako, da mu predpǐsemo pozitiven pomik ux; s tem v
filmu ustvarimo natezne napetosti, ki jih odpravimo tako, da film pozitivno tempera-
turno obremenimo. Ker želimo, da se raztegne samo v x smeri, definiramo ortotropni
temp. koeficient raztezka, αx = 52 · 10−6/K, αy = 0/K, αz = 0/K;
2. korak: substrat razbremenimo in izvedemo analizo uklona.
Prikazan je primer izračuna za β = 100:
Predpisani pomik desnega robu je pozitiven, ux = 0.500 mm. Prva lastna vrednost je
LI = 0.23977. Sledi
ukr = uxLI = 0.500 mm · 0.23977 = 0.1199 mm (4.10)





(5.0000 + 0.1199) mm
5.0000 mm
= 1.0240







ϵ = 1− λ = 1− 0.9766 = 0.0234
(4.11)
Valovno dolžino L izračunamo na enak način kot v preǰsnjih primerih. Vǐsino filma
po deformaciji H izračunamo iz enačbe hf = Hg1g2g3, pri čemer je v tem primeru








H = hf = 0.050 mm
L/H = 20.000
(4.12)
Za oba primera izračunamo še relativno odstopanje numerične vrednosti od analitične
po enačbi 4.4.
Simulacijo izvedemo za β = 100, 10 in 1. Rezultate izračunov prikazuje tabela 4.3.
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Slika 4.10: Rezultati numerične simulacije za tlačno obremenjevanje filma zaradi
pred-raztegnjenega substrata za β = 100 (zgoraj), β = 10 (sredina) in β = 1 (spodaj).
Enote: [/].
Primer obravnavamo še po metodi statične strukturne analize. Simulacijo zasnujemo
tako, da na neobremenjen substrat pritrdimo film, ki mu predpǐsemo tlačno napetost
S11. Rezultat prikazuje slika 4.12. Model se zguba z enakim številom valov kot to
napoveduje metoda lastnih vrednosti, K = 5. Izrǐsemo še graf napetosti v odvisnosti
od reakcijske sile, slika 4.11. Pri tem pazimo, da napetosti ne odčitavamo v točki, ki
leži na vrhu oz. dolini vala, saj je tam prisotna upogibna napetost. Iz grafa razberemo,
da smo filmu na začetku predpisali tlačno napetost S11 = −700 MPa. Pri tej napetosti
se sila najprej veča, do točke, ko sistem ukloni. Od tu dalje se pri konstantni sili tlačne















β = 100 0.1199 0.9766 0.0234 5 1.000 0.0500
β = 10 0.7326 0.8722 0.1278 11 0.4545 0.0500














β = 100 0.0239 0.0234 -2.09 20.9170 20.0000 -4.38
β= 10 0.1069 0.1278 +19.55 9.2648 9.0900 -1.89
β = 1 0.3738 0.3086 -17.42 3.3719 1.8180 -46.08
Preglednica 4.3: Primerjava teoretičnih in numeričnih izračunov za primer tlačnega
obremenjevanja filma zaradi pred-raztegovanja substrata.
Slika 4.11: Rezultati numerične simulacije za pred-raztegnjen substrat za β = 100.
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Slika 4.12: Rezultati numerične simulacije za pred-raztegnjen substrat za β = 100.
Enote: MPa.
4.5 Enoosno tlačno obremenjena celotna domena
S primerom enoosno tlačno obremenjene celotne domene preidemo iz enostavneǰsih,
ravninskih problemov na prostorske probleme. V simulaciji uporabimo model iz slike
3.1 (spodaj). Predpǐsemo mu sledeče robne pogoje: film in substrat vpnemo na levi
strani, tako da celotni stranici, ki leži v y-z ravnini, predpǐsemo pomik ux = 0. Model
vpnemo še na spodnji strani, tako da stranici, ki leži v x-z ravnini, predpǐsemo pomik
uy = 0. Da model fiksiramo še v z smeri, vpnemo enega od spodnjih robov za pomike
v z smeri. V tem primeru ne vpnemo celotne površine, saj predvidimo, da se bo model
deformiral tudi v z smeri. Ker obremenjujemo enoosno, v x smeri, kot obremenitev
definiramo pomik celotne desne stranice v negativno smer.
Prikazan je primer izračuna za β = 100:
Predpisani pomik desne stranice je negativen, ux = −1.000 mm. Prva lastna vrednost
je LI = 0.1567. Sledi
ukr = uxLI = −1.000 mm · 0.1567 = −0.1567 mm (4.13)








d1 = λ −→ λ = 0.9687
ϵ = 1− λ = 1− 0.9687 = 0.0313
(4.14)
Valovno dolžino L izračunamo na enak način kot v preǰsnjih primerih. Vǐsino filma po
deformaciji H izračunamo iz enačbe hf = H/d1d3, pri čemer je v tem primeru d1 = λ
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Za oba primera izračunamo še relativno odstopanje numerične vrednosti od analitične
po enačbi 4.4.
Simulacijo izvedemo za β = 100 in 25. Uporabnih rezultatov za manǰsa razmerja













β = 100 -0.1567 0.9687 0.0313 2.5 2.0000 0.0984














β = 100 0.0315 0.0313 -0.63 22.4678 20.3252 -9.54
β = 25 0.1386 0.0785 -43.36 15.0754 13.0208 -14.29
Preglednica 4.4: Primerjava teoretičnih in numeričnih izračunov za primer enoosnega
tlačnega obremenjevanja celotne domene.
Slika 4.13: Rezultati numerične simulacije za tlačno obremenjevanje celotne domene
za β = 100 (zgoraj) in β = 25 (spodaj). Enote: [/].
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4.6 Dvoosno tlačno obremenjena celotna domena
Naslednji primer je dvoosno tlačno obremenjevanje celotne domene. Modelu predpǐsemo
enake robne pogoje kot v preǰsnjem primeru, poleg obremenitve v x smeri pa dodamo
še obremenitev v z smeri. Pri tem pazimo, da pomike pravilno definiramo, skladno z
relacijo d1 = d3 = λ. Ker je naš model kocka, torej so vse stranice enako dolge, sta
tudi pomika ux in uz enaka.
Pod takimi pogoji sistem preskoči v sekundaren uklon, slika 4.14, levo. Če vpliv obre-
menitve v z smeri malenkost zmanǰsamo (iz uz = 1.00 mm na uz = 0.95 mm) dobimo,
kar se oblike tiče, rezultat, ki ga napoveduje teoretična analiza, slika 4.14, desno. Če
primerjamo obe sliki, opazimo, da je število valov v x smeri v obeh primerih enako,
K = 2.5; v prvem primeru pa se pojavi enako število valov še v z smeri.
Slika 4.14: Rezultati numerične simulacije za dvoosno tlačno obremenjevanje celotne
domene za β = 100 in λ1 = λ3. Enote: [/].
4.7 Rast filma v 2D
Rast filma tudi v tem primeru simuliramo s povečanjem njegove temperature, kar
ima za posledico povečanje njegove prostornine. Materialu tudi tokrat predpǐsemo
ortotropni temperaturni koeficient, kar v primeru 2D rasti pomeni, da definiramo αx =
αz = 52 · 10−6/K, αy = 0/K.
Stranici v y-z ravnini vpnemo za pomike v x smeri, ux = 0, in za zasuke okrog z osi,
φz = 0; podobno vpnemo tudi stranici v x-y ravnini za pomike v z smeri, uz = 0, in za
zasuke okrog x osi, φx = 0. Ker se model na tej točki še vedno lahko prosto pomika v
y smeri, spodnjo stranico vpnemo za pomike v y smeri, uy = 0. Rezultate simulacije
prikazuje slika 4.15. Tudi tokrat sistem preskoči v sekundarni uklon. V obeh smereh
(x in z) nastane 4.5 valov.
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Slika 4.15: Rezultati numerične simulacije za tlačno obremenjevanje zaradi rasti filma
v 2D za β = 100. Enote: [/].
4.8 Tlačna obremenitev filma zaradi pred-raztegnjenega
substrata v dveh smereh
Še zadnji primer tlačnega obremenjevanja je pred-razteg substrata v dveh smereh.
Robne pogoje definiramo podobno kot v primeru ravninskega obremenjevanja. Simu-
lacijo zopet izvedemo v dveh korakih:
1. korak: substrat raztegnemo tako, da mu predpǐsemo pozitiven pomik ux; s tem v
filmu ustvarimo natezne napetosti, ki jih odpravimo tako, da film pozitivno tempera-
turno obremenimo. Definiramo ortotropni temp. koeficient raztezka, αx = 52 ·10−6/K,
αy = 0/K, αz = 52 · 10−6/K;
2. korak: substrat razbremenimo in izvedemo analizo uklona.
Ker za model kocke, ki smo ga uporabljali v preǰsnjih analizah, ne dobimo nobenih
smiselnih rezultatov za različna razmerja bet, uporabimo dimenzijsko podobno domeno,
kot v ravninskih primerih, z dolžino stranice v z smeri z = 1 mm, glej sliko 4.16.
Opazimo, da sistem zopet preskoči v sekundaren uklon.
Iz prve lastne vrednosti izračunamo λ in iz nje kritično deformacijo ϵ,












Opazimo, da je kritična deformacija zelo majhna, torej sistem zelo hitro preskoči v
nestabilno stanje.
Slika 4.16: Rezultati numerične simulacije za tlačno obremenjevanje filma zaradi
pred-raztegnjenega substrata v dveh smereh za β = 100. Enote: [/].
4.9 Vǐsje lastne oblike
Metoda lastnih oblik nam v splošnem da toliko lastnih oblik, kolikor jih predpǐsemo v
step modulu. Ker je fokus te naloge preskok sistema iz stabilnega v nestabilnega, smo
do sedaj vedno analizirali samo prvo lastno vrednost za različne primere obremenjeva-
nja in različna razmerja togosti. Zanimivo pa je vseeno pogledati še vǐsje lastne oblike
in pripadajoče lastne vrednosti, saj lahko v nekaterih primerih opazimo, da so si lastne
oblike (kar se kritične obremenitve tiče) lahko zelo skupaj, tabela 4.5. To pomeni, da
minimalno povečanje obremenitve povzroči, da sistem zavzame povsem novo stanje,











Preglednica 4.5: Prve štiri lastne oblike in pripadajoče lastne vrednosti.
48
Rezultati in diskusija




Če primerjamo teoretične vrednosti kritičnih deformacij s tistimi, ki jih dobimo na
podlagi numeričnih simulacij, lahko opazimo naslednja dejstva:
• Pri uklon zaradi volumetrične rasti v teoretičnem uvodu vir [2] navaja dva pogoja, ki
sta nujna za njegov pojav: prisotnost tlačnih obremenitev v sistemu in anizotropija.
Rezultati numeričnih simulacij kažejo, da brez težav dobimo smiselne rezultate tudi
za izotropen material;
• Potrdili smo, da je ravninska stanja veliko lažje preučevati kot volumska. Pri 1D pro-
blemih dobimo rezultate za širok nabor razmerij togosti, med β = 100 in β = 1; pri
2D in 3D imamo v nekaterih primerih zelo velike težave, da sploh dobimo rezultat,
ki pa na koncu ni vedno smiseln. Ravno zato smo bili v primeru pred-raztegnjenega
substrata v dveh smereh prisiljeni celo spremeniti domeno, ki jo analiziramo. Naj-
manǰse razmerje togosti, ki še da smiselne rezultate v 3D je β = 25;
• Za β = 100 so odstopanja za primer ϵ(β) v večini primerov zelo majhna, < 2 %; z
manǰsanjem razmerja togosti se manǰsa tudi točnost rezultatov; odstopanja za β = 1
so v večini primerov velika in lahko služijo zgolj kot zelo groba ocena. To podkrepi
dejstvo iz teoretičnega uvoda, ki pravi, da je sisteme z manǰsim razmerjem togosti
bistveno težje preučevati, kot tista z večjim razmerjem;
• Če primerjamo odstopanja numeričnih rezultatov od teoretičnih v primeru ϵ(β) in
ϵ(L/H) opazimo, da se v povprečju bolj ujemajo rezultati kritičnih deformacij v
odvisnosti od razmerja togosti;
• Kot je rečeno v teoretičnem uvodu, so ravninska deformacijska stanja bolj stabilna
od prostorskih. Najmanǰsa kritična deformacija, pri kateri sistem preskoči v (sekun-
darni) uklon, se pojavi v primeru tl. obremenitve filma zaradi pred-raztegnjenega
substrata v dveh smereh in znaša zgolj ϵ = 2 · 10−5;
• Za 3 ravninske primere smo izvedli tudi bolj kompleksno nelinearno statično struk-
turno analizo in izrisali grafe, iz katerih je razvidno, v kateri točki sistem ukloni. V
primeru tlačno obremenjene celotne domene se rezultata obeh metod precej razliku-
jeta; v primeru rasti filma pa se rezultata dobro ujemata;
• Če primerjamo reakcijske sile, pri katerih sistem preskoči v uklon, ugotovimo, da je
sila največja v primeru tlačno obremenjene celotne domene in znaša približno F = 20
N; v drugih dveh primerih je malenkost manǰsa in znaša približno F = 15 N.
Pričakovano se v prvem primeru pojavijo napetosti po celotni domeni, medtem ko
se v drugih dveh primerih napetosti pojavijo praktično samo v filmu;
• Pri večini 3D primerov, kjer obremenitve niso več samo v eni osi, sistem preskoči v
sekundarni uklon, torej nastanejo valovi tako v x kot tudi v z smeri, česar teoretična
analiza ne predvidi. V primeru dvoosno tl. obremenjene celotne domene sistem
preskoči v sekundarni uklon šele takrat, kadar je obremenitev v z smeri dovolj velika;
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5 Zaključki
Glavna tema magistrske naloge je uklanjanje površine, pri čemer je poudarek na uklonu
zaradi ovirane rasti.
1. V teoretičnem delu smo najprej izpeljali izraz za uklon površine zaradi ovirane
volumetrične rasti, v nadaljevanju pa teoretično analizirali 8 različnih primerov
tlačnega obremenjevanja sistema film-substrat, ki privedejo do uklona površine;
enačbe smo s pomočjo Pythona numerično tudi rešili in izrisali grafe;
2. V eksperimentalnem delu smo vse primere tudi numerično analizirani in rezultate
primerjali s teoretičnimi. Analizo smo izvedli s programom Abaqus po metodi
lastnih vrednosti;
3. Potrdili smo, da je numerična analiza ravninskih problemov bistveno lažja in
hitreǰsa kot prostorskih problemov;
4. Potrdili smo, da je lažje dobiti rezultate za večja razmerja togosti β in da so
ujemanja s teoretičnimi napovedmi v teh primerih bolj točna;
5. Ugotovili smo, da se v primeru dovolj velikih obremenitev v dveh smereh tudi
sistem ukloni v dveh smereh;
6. Ugotovili smo, da so si lastne oblike, kar se kritičnih obremenitev tiče, lahko zelo
blizu - do razlik lahko pride na nivoju tisočink milimetra;
Naši rezultati prispevajo k bolǰsemu razumevanju, pod kakšnimi pogoji pride do uklona
površin, kar je ključnega pomena pri preučevanju pojava gub v naravi. Ker želimo pri
analizi danih problemov priti do čim bolj natančnih rezultatov v čim hitreǰsem času,
moramo v dani situaciji pravilno izbrati pristop (teoretičen ali numeričen). V nalogi je
jasno razdelano, katere metode se je najbolje posluževati za posamezen primer in kako
najhitreje odpraviti možne težave, predvsem kar se tiče numeričnih simulacij.
Predlogi za nadaljnje delo Na področju gubanja materialov je še ogromno nerazi-
skanega, predvsem za dvoslojne sisteme, ki imajo nizka razmerja togosti. Teoretično je
to področje malenkost bolj pokrito kot numerično in eksperimentalno. Ker se za nizka
razmerja togosti rezultati numeričnih simulacij slabo ujemajo z analitičnimi predvide-
vanji, bi v bodoče želela izvesti eksperimente, s katerimi bi prǐsli do dognanj, kateremu
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